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Resumen

Introduccion: Las metodologias fisicomatemadticas son de utilidad para el diagnéstico de la dindmica cardiaca. Obijeti-
vo: Comparar la aplicacion de dos métodos matematicos de evaluacion de la dindmica cardiaca. Una basada en proporciones
de la entropia y otra en la ley de Zipf-Mandelbrot. Método: Se tomaron 10 registros Holter, cinco de pacientes con enferme-
dad aguda y cinco normales. Se construyd un atractor numeérico, se evalud la probabilidad, entropia y proporciones de entro-
pla. Para aplicar la segunda metodologia se agruparon los valores de frecuencia cardiaca en rangos de 15 latidos/minuto y
se aplico la ley de Zipf-Mandelbrot para obtener la dimension fractal estadistica. Finalmente se compard la evaluacion mate-
matica obtenida por ambas metodologias. Resultados: La metodologia basada en las proporciones de la entropia diferencio
normalidad, enfermedad y estados intermedios. La segunda metodologia diferencié normalidad de enfermedad aguda median-
te el grado de complejidad. Conclusion: Ambas metodologias establecen evaluaciones de ayuda diagndstica de la dindmica
cardiaca de forma objetiva y reproducible. La entropia proporcional permite cuantificar normalidad, enfermedad y evolucion
entre estados con cardcter predictivo y mayor precision.
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Abstract

Introduction: Physical-mathematical methodologies have been useful for the diagnosis of cardiac dynamics. Objective: To
compare the application of two mathematical methodologies for cardiac dynamics evaluation, one of them based on entropy
proportions and the other based on of Zipf-Mandelbrot law. Method: 10 Holter, 5 acute disease dynamics and 5 normal records
were taken. A numerical attractor was constructed; probability, entropy and entropy proportions were evaluated. To apply the
second methodology, heart rate values were grouped in 15-beat/min ranges, and Zipf-Mandelbrot's law was applied in order
for the statistical fractal dimension to be obtained. Finally, the mathematical evaluation obtained by both methodologies was
compared. Results: The methodology based on entropy proportions differentiated normality, disease and intermediate states.
The second methodology differentiated normality from acute disease through the degree of complexity. Conclusion: Both
methodologies establish diagnostically helpful evaluations of cardiac dynamics in an objective and reproducible way. Propor-
tional entropy allows normality, disease and evolution between states to be quantified in a predictive manner and with higher
accuracy.
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|ntroducci6n

En el estudio de la dindmica cardiaca se han
realizado diferentes métodos de evaluacion mediante
conceptos y teorias fisicas y matematicas entre las
que figuran la teoria de sistemas dindmicos, la proba-
bilidad, la entropia y la ley de Zipf -Mandelbrot. La
teoria de sistemas dinamicos estudia el estado y la
evolucion de los sistemas.' La representacion del com-
portamiento al que tienden los sistemas se realiza
mediante atractores cadticos, los cuales se analizan
por geometria fractal dada su irregularidad.? El estudio
de la dindmica cardiaca a partir de estos métodos ha
dado lugar a una neoconcepcion de normalidad y en-
fermedad que contradice la posicién convencional de
la fisiologia basada en la homeostasis.®

El lenguaje matematico sustrato de la fisica moderna
esta basado en la probabilidad, medicién que calcula
la posible ocurrencia de determinado evento en el fu-
turo.* La entropia, por su parte, ha sido reinterpretada
y aplicada en la mecanica estadistica y en la teoria
cinética de los gases, entre otros campos.5” En medi-
cina ha sido empleada para el desarrollo de medicio-
nes como la entropia aproximada y para el estudio de
los cambios en la complejidad de los sistemas.®'* Su
aplicabilidad clinica aun esta siendo investigada.®

Otra metodologia matematica es la ley de Zipf"
inicialmente aplicada en linglistica para evaluar la
frecuencia de ocurrencia de palabras en un texto;
para ello se disponian las frecuencias de palabras de
mayor a menor y a cada una se les asignaba un ran-
go, empezando por 1, que aumentaba a medida que
la frecuencia disminuia, lo que evidenciaba un com-
portamiento hiperbdlico. Posteriormente, Mandelbrot
desarrollé una linealizacion y cre6 el concepto de
dimensidn fractal estadistica para medir el grado de
complejidad de los sistemas.'?

La importancia de emplear estas metodologias en
ambitos médicos como la cardiologia radica en que
las enfermedades de origen cardiovascular estan
descritas como la principal causa de muerte en el
mundo,” por lo que permanentemente se busca el
mejoramiento del analisis de la dinamica cardiaca,'¢"
la cual ha sido analizada a la luz de diversos modelos
matematicos que todavia requieren mas estudios que
corroboren su aplicabilidad clinica.2%?!

Goldberger et al.®han realizado una interpretacion dis-
tinta de normalidad-enfermedad en el marco de la teoria
de los sistemas dinamicos, segun la cual en la enferme-
dad predominan dinamicas en extremo aleatorias 0 muy

regulares y en el intermedio se encuentra la normalidad.
Se han propuesto nuevos indices para predecir la mor-
talidad mediante andlisis fractales de los intervalos de
las razones de riesgo (RR) en pacientes que cursan con
infarto agudo de miocardio.” Las investigaciones mues-
tran que el abordaje desde la perspectiva estadistica
convencional no predice con precision la variabilidad de
la frecuencia cardiaca, por lo cual es menester buscar
nuevas opciones y herramientas diagndsticas.

Otra metodologia desarrollada en esta misma linea
ha permitido diferenciar dindmicas mediante las pro-
porciones de la entropia.?? Para confirmar la aplicabi-
lidad clinica de esta metodologia se han realizado
estudios cegados con 450 y 600 dinamicas cardiacas
normales y patoldgicas;**# se encontraron valores de
sensibilidad y especificidad de 100 % y un coeficiente
kappa = 1. Esta metodologia basada en la entropia
proporcional también fue aplicada para el estudio de
la dinamica cardiovascular en pacientes de una unidad
de cuidados intensivos: permitié predecir la evolucion
a enfermedad aguda, subdiganosticada con parame-
tros clinicos convencionales.?* También ha logrado
medir el nivel de gravedad de la dinamica cardiaca en
pacientes con diagndstico clinico de arritmia.?

Recientemente se desarroll6 la primera metodologia
de ayuda diagndstica de la dinamica cardiaca con
base en la ley Zipf-Mandelbrot. Las dindmicas norma-
les y agudas fueron caracterizadas matematicamente
mediante el comportamiento hiperbdlico de la organi-
zacion de las frecuencias cardiacas del registro elec-
trocardiografico correspondiente, lo que mostré que el
grado de complejidad de dindmicas sin alteraciones
es mayor que el de dinamicas con agudizacion, con
lo que se evalud el estado de la dinamica cardiaca de
una forma simple, cuantificable y reproducible.?® El
propédsito de la presente investigacion es aplicar esta
metodologia simultdneamente con otra metodologia
matematica de ayuda diagndstica para evidenciar las
cuantificaciones logradas con ambas metodologias.

Método
Definiciones

— Mapa de retardo: Tipo de atractor que representa
la relacién entre un punto dado de una serie de
tiempo graficado en el eje de las abscisas, y el
siguiente punto en la serie de tiempo graficado
en el eje de las ordenadas. La serie de tiempo
esta constituida por las frecuencias cardiacas
consecutivas en el tiempo.
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— Rango de pares ordenados de frecuencias car-
diacas (X, Y): Intervalo de frecuencias cardiacas
que agrupa todos los pares ordenados cuyas
coordenadas se encuentren entre los valores X
y Y. Los valores X y Y son multiplos de 5 para
todos los rangos.

— Probabilidad del rango (X, Y): Probabilidad de
encontrar determinado numero de pares ordena-
dos de frecuencias cardiacas en el rango (X, Y)
(ecuacion 1):

Numero de pares ordenados
3 encontrados en el rango X,Y
~ Totalde pares ordenados del trazado

P(X.Y)
Entropia (S) del atractor (ecuacion 2):

n n
S= —kZZP(X,Y)an P(X,Y)
x 1y 1
La variable S es la entropia, P(X, Y) es la probabi-
lidad para el rango X, Y; k es la constante de Boltz-
mann, su valor es de 1.38 x 108 joules/kelvin.
Proporcion S/k del atractor (ecuacion 3):
S n n
— = —ZZP(X,Y) xLn P(X,)Y)
K x 1y 1
Esta ecuacion puede ser reescrita agrupando
probabilidades relacionadas con frecuencias de ocu-
pacion de acuerdo con valores de unidades P(U),
decenas P(D), centenas P(C) y miles P(M). Si se re-
emplazan estas variables tendremos (ecuacion 3a):

%ZP(U) xLn P(U)+ Y P(D)xLn P(D)
u D

+; P(C)xLn P(C)+ %P(M) xLn P(M)

Que al simplificarla queda de la siguiente forma
(ecuacion 4):

§:U+D+C+M
K

Donde U, D, C y M representan la suma de los
productos de las probabilidades de los rangos con el
logaritmo de esta probabilidad, relacionada con fre-
cuencias de ocupacion en unidades, decenas, cente-
nas y miles, respectivamente.

Entendiendo la relacién S/k como la totalidad, la
ecuacion se reescribe de esta manera:

T:%:U+D+C+M

— Proporciones de la entropia: Proporciones entre
las partes y la totalidad definidas como U/T, D/T,
C/T, M/T, C/M y D/C

— Regiones: Zonas especificas dentro del atractor
numérico que se establecieron a partir de los
prototipos de normalidad y enfermedad de un
estudio anterior.'® Se determinaron tres regiones:
region 1, todos los rangos de frecuencia cardiaca
comunes a todos los registros electrocardiogra-
ficos normales; region 2, todos los rangos ocu-
pados por registros normales, menos los de la
region 1; regién 3, los rangos de frecuencia car-
diaca no ocupados por prototipos normales, la
region restante dentro del mapa de retardo.

— Rangos de 15 latidos/minuto: Intervalos de fre-
cuencia cardiaca (FC) que incluyen frecuencias
agrupadas en multiplos de 15 latidos/minuto.

— Dimension fractal estadistica: Se desarrolla me-
diante la linealizacion logaritmica de la distribucion
de frecuencias de ocurrencia de los rangos de 15
latidos/minuto (ecuacion 5):

log (c+V)

F

log ( P)

Donde D es la dimensién estadistica, V es 1/n - 1,
donde n es el niumero de frecuencias obtenido en
cada registro, P es la frecuencia de ocurrencia para
cada rango y F es el factor secundario asociado con
el punto de interseccion con el eje vertical de la linea
obtenida en la linealizacién.

D:

Poblacion

Se obtuvieron 10 registros electrocardiograficos y
Holter de pacientes mayores de 21 afos, cinco con
dinamica normal y cinco correspondientes a dinamicas
con patologia aguda; las dinamicas fueron tomadas de
bases de datos del Grupo Insight. El diagndstico de los
registros fue realizado por un cardiélogo experto segun
los parametros clinicos convencionales.

Metodologia diagndstica basada en la
entropia

Para cada registro se tomaron los valores maximos
y minimos de la frecuencia cardiaca para cada hora,
asi como el nimero de latidos. Con estos valores se
simuld una serie de tiempo de la totalidad del registro
y posteriormente se generd un atractor numérico (Fi-
gura 1) que cuantifica la frecuencia de ocurrencia para
cada rango construido con los valores consecutivos de
la frecuencia cardiaca de la serie de tiempo. Se evalud
la probabilidad de ocupacion respecto a cada region;
se consideré como evento cada rango de frecuencias
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Figura 1. Atractor numérico en el espacio de fases de las tres regiones definidas. Este atractor corresponde a la dindmica 9 de la Tabla 1. Los colores
del atractor corresponden a las diferentes regiones (ver definiciones): region 1, seccion morada; region 2, seccion verde; region 3, seccion blanca.

cardiacas. Se evalud la entropia para cada atractor
(ecuacion 2) y se hallé la relaciéon S/k (ecuacion 3); a
continuacion se agruparon los sumandos (ecuacién 3a)
y se calcularon las proporciones de entropia (ver defi-
niciones) para las distintas regiones. Se realiz6 la eva-
luacion de las dinamicas: si habia dos o mas valores
que no pertenecian a los limites de normalidad esta-
blecidos?” se considerd como dindmica anormal, en
caso contrario se consideré como normal.

Para medir el nivel de gravedad de las distintas dina-
micas se restaron los valores de las proporciones afue-
ra de los limites extremos en los intervalos de norma-
lidad; estas sustracciones se agruparon en unidades,
decenas, centenas y miles. Los estados patolégicos
mas agudos presentaron valores mayores en las suma-
torias de la resta de miles. Posteriormente se evaluaron
los valores de centenas, decenas y unidades.

Metodologia diagnostica basada en la ley
de Zipf-Mandelbrot

Con los mismos registros se procedié a realizar la
aplicacion de la ley de Zipf-Mandelbrot. Para ello, las

frecuencias cardiacas minimas y maximas se agrupa-
ron en rangos de 15 latidos/minuto y las frecuencias
de ocurrencia de cada rango se ordenaron de mayor a
menor. Cada rango de frecuencia se asocié con un
rango jerarquico cuyos valores oscilaron entre 1y el
numero total de rangos presentados en cada dinamica.
Estos valores fueron representados en un grafico, en
el que se identificd un comportamiento hiperbdlico, lue-
go se hizo una linealizacion con el fin de encontrar la
dimension fractal estadistica (ecuacion 5). Las dimen-
siones fractales para normalidad se encontraron entre
0.70460 y 0.9483 y para enfermedad aguda entre
0.6707 y 0.4228, de acuerdo con lo establecido previa-
mente por Rodriguez.?®

Aspectos éticos

Este estudio fue una investigacion de riesgo mini-
mo, de acuerdo con la resolucion 8430 de 1993 del
Ministerio de Salud de Colombia, dado que se realizan
célculos fisicos y matematicos con reportes paraclini-
€0s no invasivos anteriormente prescritos segun pro-
tocolos médicos tradicionales, protegiendo los datos
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e integridad de los participantes. Asimismo, cumple
con los principios éticos segun la Declaracion de He-
Isinki de la Asociacion Médica Mundial.

Resultados

Aplicacion de la metodologia de
entropia proporcional

Los valores de entropia para los registros normales
oscilaron entre 6,49E-23 y 7,08E-23, para los registros
con patologia aguda los valores oscilaron entre 4,64E-23
y 5,06E-23. En los cinco registros normales los valores
de las proporciones S’k de los atractores correspondien-
tes oscilaron entre -5.1271 y —47033; para los cinco
pacientes con patologia aguda se encontraron entre
-3.6648 y -3.3656. Tanto el valor de entropia como la
relacion S/k diferencian normalidad de enfermedad, con
lo que se confirman los resultados previos.?”

Los valores calculados para proporciones de la en-
tropia de los registros normales se hallaron entre 0 y
0.00838 para U/T, entre 0 y 0.14056 para D/T, entre 0
y 0.54730 para C/T, entre 0 y 0.45809 para M/T, entre
1.05529 y 3.22686 para C/M y entre 0.08185y 0.18142
para D/C. Se observé que en los pacientes con pato-
logia cardiaca aguda los valores de las proporciones
de la entropia U/T se hallaron entre 0 y 0.00051, entre
0 y 0.03570 para D/T, entre 0 y 0.24406 para C/T,
entre 0 y 0.81295 para M/T, entre 0 y 1.31495 para
C/M y entre 0 y 0.24315 para D/C (Tabla 1).

Ningun valor comprendido en la normalidad corres-
pondié a las sumatorias de las restas de las propor-
ciones de entropia fuera de los limites normales
(Tabla 1), sin embargo, al menos dos valores para los
pacientes con patologia aguda se encontraron fuera
de estos limites.

Las dinamicas cardiacas con valores mas altos en
las sumas de las restas de miles corresponden a los
estados patoldgicos con mayor gravedad clinica, los
valores menores se relacionan con dinamicas de esta-
dos agudos, pero no tan severos como los primeros.

Aplicacion de la metodologia de
Zipf-Mandelbrot

Se evidencio que el valor de las dimensiones frac-
tales estadisticas de los registros se hallaron entre
0.865 y 0.9892 para normalidad y entre 0.4851 y
0.6067 para las dinamicas patolégicas agudas
(Tabla 2), con lo que se muestra que para las dina-
micas normales se obtuvieron valores de dimension

fractal de hasta mas del doble que el valor minimo de
dimensién fractal para las dinamicas con patologia
aguda; el comportamiento hiperbdlico de las dinami-
cas fue establecido para cada registro.

Discusion

Este es el primer trabajo en el que se aplica simul-
tdneamente la metodologia de entropia proporcional
junto con la metodologia fundamentada en la ley de
Zipf-Mandelbrot. La metodologia con sustrato en la
entropia proporcional, que requirié la evaluacion de
los registros electrocardiograficos tanto ambulatorios
como continuos y se baso en la probabilidad y pro-
porciones de la entropia, mostré6 su capacidad
predictiva diagndstica en dinamicas cardiacas y su
capacidad de diferenciar adecuadamente dinamicas
agudas de dinamicas normales, evidenciando la
cuantificacion de diferentes niveles de agudizacion de
las dindmicas, asi como su aplicaciéon clinica y su
utilidad para el seguimiento de pacientes.

Por su parte, la metodologia basada en ley de
Zipf-Mandelbrot mostré su capacidad de diferenciar
patologia cardiaca aguda de normalidad en funcion
del grado de complejidad del sistema, mas alto en
casos normales. Cabe resaltar que ambas
metodologias son aplicables a casos particulares in-
dependientemente de otras consideraciones; su ca-
pacidad diagnoéstica es objetiva y reproducible.

La metodologia con base en la entropia proporcional
ha sido aplicada en una unidad de cuidados intensi-
vos,?® donde se observd que al evaluar dinamicas
cardiacas por varios dias se puede predecir adecua-
damente su evolucidn, lo que probo que el aumento de
las proporciones de la entropia es indicativo de agudi-
zacion de la patologia que presenta el paciente. Por
otro lado, es menester recordar la aplicabilidad clinica
de esta metodologia evidenciada en estudios cegados
con 450 y 600 casos entre normales y con patologia
cardiaca.?®? Los resultados de la actual investigacion
validan los hallazgos anteriores, demostrando la capa-
cidad diagndstica y predictiva de este método.

Mediante la aplicacion de la ley de Zipf-Mandelbrot,
Rodriguez® estableci¢ diferencias en el grado de
complejidad del repertorio de células T especificas
contra el alérgeno Poa p9 en un paciente alérgico ante
la presencia y ausencia de a interferén, que mostraron
analogia entre los fenémenos del lenguaje''* y la dis-
tribucion del repertorio de células T contra el alérgeno.
También se aplico la ley de Zipf-Mandelbrot para de-
sarrollar un nuevo diagndstico con aplicacion clinica
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Tabla 1. Valores de entropia, proporcion S/k, proporciones de la entropia y sumas de las restas del orden de unidades (U), decenas (D), centenas (C) y miles (M) correspondientes a los registros
Holter estudiados

No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Indicaciones Normal IAM Normal Choquecardiogénico Normal 1AM Normal Enfermedad coronaria aguda IAM Normal
Entropia 6,531E-23  4,9059E-23 6,4907E-23 5,06E-23 7,0659E-23  4,6446E-23 6,4993E-23 4,9656E-23 4,88E-23  7,0754E-23
Sk -4.732929  -3.55499074 -4.70338096 -3.66489199 -5.12023455 -3.36563406 -4.70965236 -3.59828945 -3.53680408 -5.12709856
Area1 UT 0 0 0.00020 0 0.00014 0 0.00016 0 0 0
DT 0.08810 0.01822 0.03987 0.02229 0.07425 0.02953 0.03957 0 0.03570 0.07748
Ccrm 0.48562 0.18201 0.48313 0.14821 0.54730 0.16714 0.48347 0.24406 0.14681 0.54129
M/T 0.31092 0.29898 0.45782 0.42712 0.16961 0.79814 0.45809 0.27173 0.81295 0.17885
CM 1.56188 0.60876 1.05529 0.34700 3.22686 0.20941 1.05540 0.89815 0.18060 3.02656
D/C 0.18142 0.10010 0.08252 0.15038 0.13566 0.17669 0.08185 0 0.24315 0.14313
Area2 U 0.00798 0 0.00709 0 0.00838 0 0.00754 0 0 0.00836
DT 0.08117 0.00399 0.01190 0.00433 0.14056 0.00518 0.01116 0 0.00350 0.13498
crm 0.02620 0 0.00000 0.02745 0.04019 0 0 0.00734 0 0.03970
M/T 0 0.31153 0 0.20451 0 0 0 0.31294 0 0
CIM 0 0.13421 0.02345
D/C 0.15792 0
Area3 UT 0 0 0 0.00051 0 0 0 0 0 0
DT 0 0.01748 0 0.02545 0 0 0 0.02605 0.00104 0
cr 0 0.09531 0 0.14013 0 0 0 0.13788 0 0
M/T 0 0.07248 0 0 0 0 0 0 0 0
CM 1.31495
D/C 0.18342 0.18159 0.18890
Sumas U 0 0.00037 0 0.00089 0 0.00037 0 0.00037 0 0
D 0 0.11827 0 0.12181 0 0.08827 0 0.14904 0.00430 0
C 0 0.70449 0 3.13467 0 0.43683 0 3.34421 0.38841 0
M 0 4.79258 0 3.55382 0 2.63028 0 3.06647 1.16726 0

|IAM=infarto agudo del miocardio
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Tabla 2. Valores de la dimension fractal estadistica (DF) y el
factor de correlacion (R?) para los Holter estudiados

No. Indicaciones DF R?

1 Normal 0.9406 0.7526
2 Infarto agudo del miocardio 0.593 0.782
3 Normal 0.8791 0.9523
4 Choque cardiogénico 0.4986 0.7577
5 Normal 0.9892 0.9839
6 Infarto agudo del miocardio 0. 601 0.801

7 Normal 0.865 0.7755
8 Enfermedad coronaria aguda 0.4851 0.8398
9 Infarto agudo del miocardio 0.6067 0.9685
10 Normal 0.9496 0.9774

en la evaluacion del monitoreo fetal.2® Este método de
diagndstico permite la simplificacion de los pardmetros
clinicos para la evaluacién de esta prueba, ya que
permite anticipar situaciones adversas en el bienestar
fetal con parametros mas objetivos y reproducibles
que la evaluacién convencional.%3!

Se han realizado mdltiples trabajos para establecer
medidas diagndsticas utiles a través de diferentes
tipos de indices,'®'® entre los que figuran la entropia
de compresion®? o DFA (detrended fluctuation analy-
sis), aun sin amplia aplicabilidad clinica.2*® No obs-
tante, la aplicacion de la metodologia de entropia
proporcional®®?* no necesita indices pues determina
una autoorganizacion del sistema en términos mate-
maticos estrictos mediante las proporciones de la
entropia, evidenciando el estado general del sistema
dinamico cardiaco para cada caso particular.

Se resalta que la aplicacion de leyes y teorias fisi-
co-matematicas a los sistemas desde la perspectiva
acausal ha sido el sustrato de investigaciones en me-
dicina que han dado lugar a nuevas herramientas
diagndsticas y permitido el desarrollo de metodologias
predictivas en d&mbitos como la infectologia, especifi-
camente en la prediccion de linfocitos CD4 con
parametros del cuadro hematico,® en inmunologia,®
biologia molecular en temas relevantes como mala-
ria,® en salud publica a través de la prediccion de
brotes de malaria en Colombia,* en estudios a nivel
arterial y celular,®** especificamente en las células del
cuello uterino mediante geometria euclidiana y fractal
y en las arterias coronarias mediante geometria fractal
en un modelo experimental de reestenosis. También
se han desarrollado predicciones de mortalidad en
una unidad de cuidados intensivos a partir de sistemas

dindmicos y teoria deconjuntos*® y predicciones de
sepsis en la dindmica cardiaca neonatal.*

Las metodologias descritas son capaces de caracte-
rizar y predecir dinamicas cardiacas y de otra indole,
evidenciando la utilidad préactica de la comprension fi-
sicomatematica de los fendmenos biomédicos y esta-
bleciendo aplicaciones en el aspecto diagndstico que
se traducen en la toma de decisiones oportunas y
soluciones aplicables en los diferentes campos de la
medicina.
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